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Аннотация

Исследуется потенциал Леннард-Джонса взаимодействия трубки и
частицы. В работе получено выражение потенциала через эллипти-
ческие интегралы первого и второго рода. Получена приближенная
формула, позволяющая найти значение потенциала с заданной точ-
ностью.

1 Введение

Ван-дер-ваальсовские взаимодействия играют доминирующую роль в явлениях адсорбции, адгезии, ка-
пиллярности, устойчивости коллоидных систем. Потенциалы, описывающие ван-дер-ваальсовские взаи-
модействия между телами сферической, цилиндрической или иных форм активно изучаются с середины
XX века. Ряд случаев, в которых потенциал такого взаимодействия имеет достаточно простое аналити-
ческое выражение, приведен в классической монографии Израелашвили [1, §11.1]. Позднее, авторами [3]
были аналитически получены формулы потенциалов для сферических и цилиндрических поверхностей,
выраженные через гипергеометрические функции. Приближенные выражения для вычисления энергии
ван-дер-ваальса между сферическими частицами изучались в работе [4], где выполнена оценка пригод-
ности различных приближений. Потенциальная энергия взаимодействий ван-дер-ваальса между двумя
бесконечно длинными параллельными трубками с одинаковыми и разными радиусами рассматривалась в
работе [5]. Выражения для сил взаимодействия между объектами разной морфологии - точечной частицы,
сферической частицы, дискообразной частицы – с бесконечным цилиндром были получены в работах [6, 7].
Стали известны формы потенциалов взаимодействия бесконечнодлинной трубки с частицей, шаром или
другой бесконечнодлинной трубкой [8, 9].

Потенциалы взаимодействия для более сложного случая бесконечнодлинных цилиндров с деформаци-
ей поперечного сечения рассчитаны авторами [10] с использованием аналитических форм для описания
радиальных деформаций (эллиптических, уплощенных и в форме арахиса). Метод численного интегри-
рования использовался также для вычисления потенциала и силы ван-дер-ваальсовского взаимодействия
между сферической частицей и цилиндром в зависимости от величины их относительных размеров и от
расстояния [11].

Использование выражений для потенциалов ван-дер-ваальсовского взаимодействия между телами не
ограничивается построением аналитических моделей изучаемых систем. Так, в работе [12] показаны пре-
имущества использования потенциала «усреднённого поля» ван-дер-ваальсовых сил для молекулярно-
динамического моделирования полимерной цепи полиэтилена в присутствии фуллереноподобной частицы.
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Показано, что фуллереноподобную частицу можно моделировать как однородную сферу с достаточно про-
стым выражением потенциала через элементарные функции. По сравнению с атомистической моделью,
когда потенциал фуллереноподобной частицы представляется как сумма потенциалов всех составляющих
ее атомов, это приводит к резкому сокращению времени расчетов, не влияя существенно на вычисляемые
кинетические и термодинамические характеристики.

Во всех известных нам работах, где рассматривается ван-дер-ваальсовское взаимодействие частицы и ко-
нечного цилиндра, потенциал взаимодействия находится с помощью численного интегрирования. Однако,
для численного вычисления интегралов с достаточной точностью обычно необходимо большое число опе-
раций. Целью данной работы является вывод выражения для потенциала в аналитическом виде, удобном
для расчетов. Полученные результаты будут применяться для молекулярно-динамического моделирования
различных ван-дер-ваальсовских систем, подобно тому, как это сделано в работе [12].

2 Постановка задачи
Рассмотрим взаимодействие двух атомов под действием ван-дер-ваальсовой силы. Одной из наиболее

распространенных форм потенциала, описывающей это взаимодействие, является эмпирический потенциал
Леннард-Джонса, который задается формулой

f(r) =
A

r12
− B

r6
,

где r – расстояние между атомами, A и B – некоторые константы, зависящие от сорта атомов. Слагаемое
B/r6 отвечает за притяжение атомов, а A/r12 – за отталкивание. В предположении аддитивности попарных
взаимодействий между атомами потенциал взаимодействия поверхности S с постоянной плотностью ρ и
атома M можно определить как поверхностный интеграл по S (см., например, [1, 10.2, 11.1]):

U(M,S) = ρ

∫
S

f (|M −Q|) dS(Q), (1)

здесь Q – точка поверхности S, dS(Q) – элемент площади поверхности S.
Задача состоит в том, чтобы выразить потенциал U взаимодействия боковой поверхности конечного ци-

линдра (конечной трубки) и точки через элементарные и специальные функции и получить приближенные
формулы, удобные для расчетов.

Радиус трубки R может принимать значения от 10 Å до 1000 Å, длина конечной трубки – от 103Å до
106Å, наименьшее расстояние от точки до трубки около 0.1Å (Å (ангстрём) – единица измерения длины,
равная 10−10 метра). Плотность ρ имеет размерность Å

−2
, константа A – размерность эВ · Å12

, константа
B – размерность эВ·Å6

, конкретные значения A и B для различных сортов атомов можно найти, например,
в [13]. Приближенные выражения должны позволять вычислять потенциал с заданной точностью.

2.1 Формализация задачи

Потенциал взаимодействия конечной трубки и частицы можно представить как разность потенциалов
двух полубесконечных трубок.

Рассмотрим боковую поверхность S полубесконечного цилиндра, радиуса R (полубесконечную цилин-
дрическую трубку). Параметризуем S следующим образом:

S =
{
Q = (R cosϕ,R sinϕ,Rh) | ϕ ∈ [0, 2π], h ∈ [0,∞)

}
.

В силу симметричности S относительно оси z, достаточно рассмотреть точку M с координатами

M = (Rξ, 0, Rζ), где ξ ∈ [0,∞), ζ ∈ (−∞,∞).

В этих обозначениях, расстояние между точкой Q поверхности S и точкой M принимает вид

|Q−M | = |(R cosϕ−Rξ,R sinϕ,Rh−Rζ)| = R
√
1 + ξ2 − 2ξ cosϕ+ (h− ζ)2.

Подставляя это выражение в (1) и переходя от поверхностного интеграла к повторному и пользуясь чет-
ностью функции cosϕ, получим, что потенциал задается формулой

U(ξ, ζ, R) =
ρA

R10
u12(ξ, ζ)−

ρB

R4
u6(ξ, ζ), (2)
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в которой

u`(ξ, ζ) =

∞∫
0

dh

2π∫
0

dϕ

(1 + ξ2 − 2ξ cosϕ+ (h− ζ)2)`/2
, ` = 6, ` = 12. (3)

При этом параметры ξ и ζ могут принимать следующие значения: если ξ ∈ [0,∞) и ξ 6= 1, то ζ ∈ (−∞,∞),
если ξ = 1, то ζ ∈ (−∞, 0). Исключенный случай ξ = 1, ζ ∈ [0,∞) соответствует ситуации, когда точка
находится на поверхности цилиндра, в этом случае интеграл (3) расходится.

Для конечной трубки S` радиуса R и длины R`, параметризованной соотношениями S` =
{
Q =

(R cosϕ,R sinϕ,Rh) | (ϕ ∈ [0, 2π], h ∈ [0, `])
}
, и точки M = (Rξ, 0, Rζ) потенциал взаимодействия равен

U(ξ, ζ, R, `) = U(ξ, ζ, R)− U(ξ, ζ − `, R).

Физическое ограничение, заключающееся в том, что точка не может подходить к стенке трубки ближе,
чем на 0.1Å, в наших обозначениях принимает вид

R|ξ − 1| > 0.1 при ζ ≥ 0 и R2
(
(ξ − 1)2 + ζ2

)
≥ d2 при d = 0.1, ζ < 0. (4)

3 Выражение потенциала через эллиптические интегралы
первого и второго рода

3.1 Обозначения

Получим выражение потенциала (2) через элементарные и специальные функции. Чтобы сократить
выкладки и итоговые формулы введем следующие обобзначения:

a = 1 + ξ, b =
(1− ξ)2

(1 + ξ)2
, c =

ζ

1 + ξ
, z = c2 =

ζ2

(1 + ξ)2
, (5)

отметим, что 0 ≤ b ≤ 1 поскольку ξ ≥ 0. Интегралы

F (ϕ, k) =

∫ ϕ

0

(1− k2 sin2 t)−1/2dt, E(ϕ, k) =

∫ ϕ

0

(1− k2 sin2 t)1/2dt,

называются неполными эллиптическими интегралами первого и второго рода, соответственно. Интегралы
K(k) = F (π/2, k), E(k) = E(π/2, k) называют полными эллиптическими интегралами. Нам понадобятся
значения этих интегралов при ϕ = arctg

√
z/b и k2 = 1− b, которые удобно будет обозначить так

F = F (π/2,
√
1− b), Fz = F (arctg

√
z/b,
√
1− b) =

arctg
√
z/b∫

0

dϕ√
1− (1− b) sin2 ϕ

,

E = E(π/2,
√
1− b), Ez = E(arctg

√
z/b,
√
1− b) =

arctg
√
z/b∫

0

√
1− (1− b) sin2 ϕdϕ.

Преобразуем теперь интеграл (3):

1 + ξ2 − 2ξ cosϕ+ (h− ζ)2 =
(1 + ξ)2 + (1− ξ)2

2
− (1 + ξ)2 − (1− ξ)2

2
cosϕ+ (h− ζ)2 =

= a2

(
1 + b

2
− 1− b

2
cosϕ+

(
h

a
− c
)2
)
.

Заменим переменную интегрирования: h/a = h̃, пределы интегрирования при этом не изменятся, новую
переменную h̃ снова обозначим через h, тогда

u`(ξ, ζ) =
π

4a`−1

∞∫
0

dh

π∫
0

8dϕ

π

(
1 + b

2
− 1− b

2
cosϕ+ (h− c)2

)`/2 =
π

4a`−1
U`(b, c), ` = 6, ` = 12, (6)
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где U` = U`(b, c) если b ∈ (0, 1], то c ∈ (−∞,∞), и если b = 0, то c ∈ (−∞, 0). Множитель π/(4a`−1) вынесен
перед интегралом ради дальнейшего вычислительного удобства.

В итоге получаем формулу

U(ξ, ζ, R) =
ρAπ

4a11R10
U12(b, c)−

ρBπ

4a5R4
U6(b, c), (7)

где если b ∈ (0, 1], то c ∈ (−∞,∞), и если b = 0, то c ∈ (−∞, 0).

3.2 Слагаемое, отвечающее за притяжение точки к цилиндрической трубке

Рассмотрим интеграл U6, определенный формулой (6). Вычислим его при b ∈ (0, 1]. Для внутреннего
интеграла находим

π∫
0

8dϕ

π

(
1 + b

2
− 1− b

2
cosϕ+ (h− c)2

)3 =
8

((h− c)2 + 1)2
√
((h− c)2 + 1)((h− c)2 + b)

+

+
8(1− b)

((h− c)2 + 1)2((h− c)2 + b)
√
((h− c)2 + 1)((h− c)2 + b)

+

+
3(1− b)2

((h− c)2 + 1)2((h− c)2 + b)2
√

((h− c)2 + 1)((h− c)2 + b)
= I1 + I2 + I3.

Вычисляя теперь I1, I2, I3, получим выражение для U6 через эллиптические интегралы первого и второго
рода:

U6 = α6(F + (sign c)Fz) + β6(E + (sign c)Ez) + γ6 + δ6, b ∈ (0, 1], c ∈ (−∞,∞), (8)

в котором

α6 =
−1
b
, β6 =

2b+ 2

b2
, γ6 = (sign c)

√
z
(z + 1)1/2

b(z + b)3/2
, δ6 = (sign c)

√
z
(2z + 3)b+ 2z2 + 4z + 1

(z + 1)3/2(z + b)3/2
. (9)

В случае b = 0 и c ∈ (−∞, 0), т. е. когда частица находится под стенкой трубки, интеграл выражается
через элементарные функции и его выражение имеет вид

U6 =
9

512
ln

∣∣∣∣2 +√4 + z

2−
√
4 + z

∣∣∣∣−
(
9z3 + 48z2 − 176z − 384

)
128(z + 4)3/2z2

, b = 0, c ∈ (−∞, 0). (10)

3.3 Слагаемое, отвечающее за отталкивание точки от цилиндрической трубки

Рассмотрим интеграл U12, определенный формулой (6). Вычислим его при b ∈ (0, 1]. Для внутреннего
интеграла находим

π∫
0

8dϕ

π

(
1 + b

2
− 1− b

2
cosϕ+ (h− c)2

)6 =

=
63

32((h− c)2 + b)1/2((h− c)2 + 1)11/2
+

63

32((h− c)2 + b)11/2((h− c)2 + 1)1/2
+

+
15

16((h− c)2 + b)5/2((h− c)2 + 1)7/2
+

15

16((h− c)2 + b)7/2((h− c)2 + 1)5/2
+

+
35π

32((h− c)2 + b)9/2((h− c)2 + 1)3/2
+

35

32((h− c)2 + b)3/2((h− c)2 + 1)9/2
.

Вычисляя интеграл от каждого слагаемого в пакете аналитических вычислений Maple, мы получаем фор-
мулу

U12 = α12(F + (sign c)Fz) + β12(E + (sign c)Ez) + γ12 + δ12, b ∈ (0, 1], c ∈ (−∞,∞). (11)

159



в которой

α12 =
−(16 + 15b+ 15b2 + 16b3)

40b4
, β12 =

128 + 104b+ 99b2 + 104b3 + 128b4

160b5
,

γ12 =
(sign c)

√
z(z + 1)1/2

160b4(z + b)9/2
[
b3(40z3 + 144z2 + 219z + 187) + b2z(39z2 + 163z + 328)+

+4bz2(11z + 60) + 64z3
]
,

δ12 =
(sign c)

√
z

160(z + 1)9/2(z + b)9/2
[
b4(128z4 + 576z3 + 1008z2 + 840z + 315)+

+b3(512z5 + 2344z4 + 4220z3 + 3707z2 + 1570z + 111)+

+b2(768z6 + 3616z5 + 6839z4 + 6610z3 + 3463z2 + 740z + 106)+

+b(512z7 + 2544z6 + 5316z5 + 6214z4 + 4656z3 + 2217z2 + 742z + 111)+

+128z8 + 736z7 + 1994z6 + 3496z5 + 4433z4 + 3978z3 + 2411z2 + 856z + 135
]
.

(12)

В случае b = 0 и c ∈ (−∞, 0), т. е. когда частица находится под стенкой трубки, интеграл выражается
через элементарные функции и его выражении имеет вид

U12 =
3969

225
ln

∣∣∣∣2 +√4 + z

2−
√
4 + z

∣∣∣∣− 1

2235(z + 4)9/2z5
·

·
(
19845z9 + 343980z8 + 2286144z7 + 7039872z6 + 9080064z5−
−28656640z4 − 240476160z3 − 1085669376z2 − 2414870528z − 2113929216

)
, b = 0, c ∈ (−∞, 0).

(13)

В настоящее время известно много методов быстрого вычисления эллиптических интегралов, см., на-
пример, http://gams.nist.gov. Полученные формулы (8), (10), (11), (13) позволяют быстро вычислить
потенциал в случаях, когда ξ отделено от 1. При ζ ≥ 0 это условие выполняется в силу физических огра-
ничений (4). Вычисление потенциала при ζ < 0 и ξ, близких к 1, будет рассмотрено в следующем разделе.

4 Раскрытие неопределенности в выражении для потенциала
Рассмотрим выражения U6, U12, определяемые формулами (8), (11) при c < 0 (или, то же самое, ζ < 0).

Если ξ → 1, то b → 0, при этом знаменатели выражений α`, β`, γ`, ` = 6, 12, стремятся к нулю и в
выражениях U6, U12 возникает неопределенность. Вследствие этой неопределенности для ξ, близких к 1,
и ζ < 0 при расчетах могут появляться большие вычислительные погрешности. Рассмотрим два случая.
Один из них, это когда точка находится далеко от цилинтрической трубки и потенциал настолько мал, что
им можно пренебречь. А для остальных положений точки мы получим приближенную формулу, в которой
неопределенности нет.

4.1 Случай, когда точка находится далеко от цилиндрической трубки и ζ < 0

Для ε > 0 найдем такие c < 0, при которых |U`| < ε. Имеем

U` =

∞∫
0

dh

π∫
0

8dϕ

π
(
(1 + b)/2− (1− b)/2 cosϕ+ (h− c)2

)`/2 ≤
∞∫
0

dh

π∫
0

8dϕ

π
(
(h− c)2

)`/2 =
8

(`− 1)(−c)`−1
.

Значит, при −c ≥
(

8

(`− 1)ε

)1/(`−1)

интеграл U`, ` = 6, 12, отличается от 0 не более, чем на ε.

4.2 Случай, когда точка находится на небольшом расстоянии от цилиндрической трубки и
ζ < 0

Рассмотрим выражения U`, определяемые формулами (8), (11) в случае c < 0 (ζ < 0). Если ξ → 1, то
b→ 0, при этом знаменатели выражений α`, β`, γ`, ` = 6, 12, стремятся к нулю и в выражениях U` возникает
неопределенность. Попробуем раскрыть эту неопределенность с помощью результатов статьи [2]. В ней
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получены следующие разложения в ряды для разностей полного и неполного эллиптических интегралов
первого и второго рода (формулы [2, (2.10) и (2.13)]) при условии ctg2 ϕ < 1:

K(k)− F (ϕ, k) =
∞∑
n=0

(
−1/2
n

)
(1− k2)nIn(u), In(u) =

∫ u

0

sin2nθ dθ

cos2n+1θ
, u = arcctg

(√
1− k2 tgϕ

)
, (14)

E(k)− E(ϕ, k) = (1− sinϕ)(1 + (1− k2) tg2 ϕ)1/2 +
∞∑
n=0

(
−1/2
n

)
2n+ 1

2n+ 2
(1− k2)n+1

In(u). (15)

При этом интегралы In можно вычислять по рекуррентной формуле

I0(u) = ln

(
1 + sinu

cosu

)
, In(u) =

sin2n−1 u

2n cos2n u
− 2n− 1

2n
In−1(u). (16)

Найдем выражения для ctg2 ϕ и u в нашем случае: ctg2 ϕ = ctg2
(
arctg

√
z/b
)

= b/z, u =

arcctg
(√

1− k2 tgϕ
)
= arcctg(

√
b
√
z/
√
b) = arcctg

√
z. Таким образом, ограничение ctg2 ϕ < 1 принима-

ет вид b/z < 1. Применяя формулы (14) и (15) при условии

b

z
< 1. (17)

получаем разложения

F − Fz =
∞∑
n=0

an, an =

(
−1/2
n

)
bnIn(arcctg

√
z), a0 = I0(arcctg

√
z) = ln

(√
1/z + 1 +

√
1/z
)
, (18)

E − Ez =
(
1−

√
z

z + b

)√
1 + z +

∞∑
n=0

bn, bn = b
2n+ 1

2n+ 2
an. (19)

4.2.1 Исследование рядов (18), (19) для разности полного и неполного эллиптических
интегралов

Покажем, что ряд (18)
∞∑
n=0

an является рядом Лейбница и оценим остаток ряда.

Ввиду (18) последовательность {an}∞n=0 является знакопеременной. Убедимся, что последовательность
{|an|}∞n=0 монотонно стремится к 0. Поскольку tg2 θ возрастает на промежутке [0, arcctg

√
z] и tg2nθ/ cos θ ≥

0 на этом промежутке, то

In+1(arcctg
√
z) =

arcctg
√
z∫

0

tg2θ
tg2nθ

cos θ
dθ ≤ tg2(arcctg

√
z)

arcctg
√
z∫

0

tg2nθ

cos θ
dθ ≤ (1/z)In(arcctg

√
z),

|an+1| = b
n+ 1/2

n+ 1

In+1(arcctg
√
z)

In(arcctg
√
z)
|an| < (b/z)|an| ≤ (b/z)n+1|a0|.

Следовательно, ряд
∞∑
n=0

an является рядом Лейбница, значит он сходится и справедлива оценка остатка

rN =

∣∣∣∣∣
∞∑

n=N+1

an

∣∣∣∣∣ ≤ |aN+1| < (b/z)N+1|a0| = (b/z)N+1 ln
(√

1/z + 1 +
√

1/z
)
.

Отсюда мы заключаем, что rN < ε , если

N ≥
ln
(
ln
(√

1/z + 1 +
√
1/z
))
− ln ε

ln(z/b)
− 1 при условии (17). (20)
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Поскольку для общего члена ряда (19) справедливо равенство bn = b
2n+ 1

2n+ 2
an, то последовательность

{bn} также является знакопеременной, a |bn| монотонно стремится к 0 при n → ∞, поэтому ряд
∞∑
n=0

bn

является рядом Лейбница. При выполнении (20) остаток

∣∣∣∣∣
∞∑

n=N+1

bn

∣∣∣∣∣ ≤ |bN+1| ≤ b|aN+1| ≤ |aN+1| < ε.

Нетрудно видеть, что числитель правой части (20) убывает по z и стремится к +∞ при z → +0. Поэтому
при z → +0 и b, близких к z, оценка (20) стремится к +∞. Получим оценку для N при выполнении
ограничений (4), т. е. при условиях

ζ < 0,
b

z
=

(1− ξ)2

ζ2
≤ q < 1, R2((1− ξ)2 + ζ2) ≥ d2. (21)

Имеем
(1 + q)ζ2 ≥ (1− ξ)2 + ζ2 ≥ d2/R2, следовательно, |ζ| ≥ d/(R

√
1 + q) ≥ d/(2R),

z =
ζ2

(1 + ξ)2
=

1

(2/|ζ|+ (ξ − 1)/|ζ|)2
≥ 1

(2/|ζ|+ 1)2
≥ 1

(4R/d+ 1)2
= z0.

Подставляя значение z0 в числитель и z/b = 1/q в знаменатель (4), мы получаем оценку

N ≥
ln
(
ln
(√

(4R/d+ 1)2 + 1 + 4R/d+ 1
))
− ln ε

ln(1/q)
− 1 при выполнении условий (21). (22)

Отметим, что в область (21) входят все точки (ξ, ζ), удовлетворяющие (4) и такими координатами ξ ≥ 0,
что

|1− ξ| ≤ |ζ|√q = d

R

√
1/q + 1 = δ(d, q, R).

Например, если d = 0.1, R = 1, q = 1/10, то получаем N ≥ 7.7 (т. е. достаточно взять 8 слагаемых),
δ(d, q,R) ≥ 0.3; если q = 1/80, то получаем N ≥ 3.6 (т. е. достаточно взять 4 слагаемых), δ(d, q,R) ≥ 0.1.

4.2.2 Доказательство конечности предела выражения для
разности полного и неполного эллиптических интегралов.
Выражения для приближенного вычисления потенциала

Пусть выполняется условие (17). Рассмотрим выражение (8) для вычисления U6 при c < 0 (ζ < 0).
Заменим в нем разности F − Fz , E − Ez рядами (18), (19) соответственно. При этом в рядах (18), (19)
выделим слагаемые при n = 0 и представим U6 в виде

U6 = α6

∞∑
n=1

an + β6

∞∑
n=1

bn + α6a0 + β6b0 + β6

(
1−

√
z

z + b

)√
1 + z + γ6 + δ6. (23)

В силу (9), (18) и (19) слагаемые α6

∞∑
n=1

an, β6
∞∑
n=1

bn, δ6 имеют конечный предел при b→ 1.

Теперь рассмотрим оставшиеся слагаемые, сгруппировав их следующим образом:

α6a0 + β6b0 и β6

(
1−

√
z

z + b

)√
1 + z + γ6.

Преобразуем первую сумму, подставим вместо z и b их выражения через ξ и ζ по формулам (5) и найдем
предел при ξ → 1:

α6a0 + β6b0 =

(
−1
b

+
2b+ 2

b2
b

2

)
a0 = a0 = ln

(√
(1 + ξ)2

ζ2
+ 1 +

1 + ξ

|ζ|

)
→ ln

(√
4

ζ2
+ 1 +

2

|ζ|

)
, при ξ → 1.
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Далее, рассмотрим вторую сумму, подставив вместо z и b их выражения через ξ и ζ по формулам (5):

β6

(
1−

√
z

z + b

)√
1 + z + γ6 =

2b+ 2

b2

(
1−

√
z

z + b

)√
1 + z − z1/2(z + 1)1/2

b(z + b)3/2
=

=

√
1 + z

b
√
z + b

(
2(b+ 1)√
z + b+

√
z
−
√
z

z + b

)
=

√
1 + z

(
√
z + b+

√
z)(z + b)3/2

· 2(b+ 1)(z + b)− (
√
z + b+

√
z)
√
z

b
.

Поскольку z → ζ2/4 и b→ 0 при ξ → 1, то для первого множителя имеем
√
1 + z

(
√
z + b+

√
z)(z + b)3/2

→
√

1 + ζ2/4

ζ4/8
при ξ → 1,

для второго множителя имеем

2(b+ 1)(z + b)− (
√
z + b+

√
z)
√
z

b
= 2b+ 2z + 2 +

z −
√
z(z + b)

b
=

= 2b+ 2z + 2− z

z +
√
z(z + b)

→ ζ2/2 +
3

2
при ξ → 1.

Таким образом, обе суммы преобразуются к виду, в котором неопределенность исчезает:

α6a0 + β6b0 = ln

(√
1 + z + 1√

z

)
= a0,

β6

(
1−

√
z

z + b

)√
1 + z + γ6 =

√
1 + z

(
√
z + b+

√
z)(z + b)3/2

·

(
2b+ 2z + 2− z

z +
√
z(z + b)

)
и, подставив эти выражения в (23), при выполнении условий ζ < 0 и (17) получим

U6 = α6

∞∑
n=1

an + β6

∞∑
n=1

bn + a0 +
(z + 1)1/2

(z + b)3/2

(
2(z + 1 + b)√
z + b+

√
z
−

√
z

2
√
z(z + b) + 2z + b

)
+ δ6. (24)

Для интеграла U12 аналогичным образом можно показать, что предел выражения

α12

3∑
n=0

an + β12

3∑
n=0

bn + γ12,

при ξ → 1 тоже будет конечным и при выполнении условий ζ < 0 и (17) получается формула

U12 = α12

∞∑
n=4

an + β12

∞∑
n=4

bn −
L

983040z3(z + b)9/2
+ δ12, (25)

где

L =− a0
√
z + bP1 +

√
z + 1

√
z + bP2 + z3

√
z + 1

(
6144
√
zP3 +

768P4

Q

)
,

P1 = 67200z3b7 + 40b6(2709z3 + 6720z4) + 3b5(61005z3 + 144480z4 + 134400z5)+

+ 20b4(22638z3 + 36603z4 + 32508z5 + 13440z6) + b3(1811040z4 + 1098090z5 + 433440z6 + 67200z7)+

+ 12b2z(226380z4 + 61005z5 + 9030z6) + bz2(1811040z4 + 183015z5) + 452760z7,

P2 = b7(67200z2 − 44800z + 35840) + b6(268800z3 − 70840z2 + 71120z + 8640)+

+ b5(403200z4 + 164640z3 + 109095z2 + 10854z + 8520)+

+ b4(268800z5 + 470960z4 + 441980z3 + 16560z2 + 8720z + 9920)+

+ b3(67200z6 + 388640z5 + 844970z4 − 655932z3 + 23408z2 + 5120z + 15360)+

+ 12b2z(9030z5 + 54985z4 − 239554z3 − 38512z2 − 1184z + 3072)+

+ 7bz2(26145z4 − 643446z3 − 315208z2 − 73984z + 6144)− 8z3(385773z3 + 445538z2 + 271784z + 66048),
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P3 = 128b3 + b2(512z + 104) + b(768z2 + 416z + 99) + 512z3 + 624z2 + 396z + 104,

P4 = −1024z4(1024z4 + 3024z3 + 3789z2 + 2203z + 504)−
− 64bz3(13312z5 + 108944z4 + 255721z3 + 288781z2 + 159144z + 35616)−
− 8b2z2(101376z6 + 743792z5 + 2594055z4 + 4564788z3 + 4433536z2 + 2250864z + 484992)−
− b3z(851968z7 + 5876736z6 + 18729920z5 + 36446881z4 + 45023832z3 + 34852688z2 + 15414144z+

+ 3086784)− b4(1024z4 + 3232z3 + 4461z2 + 3052z + 1024)2,

Q = b4
√
z(1024z4 + 3648z3 + 5904z2 + 5080z + 2520) + 4b3z3/2(208z3 + 870z2 + 1574z + 1680)+

+ 8b2z5/2(99z2 + 460z + 1008) + 64bz7/2(13z + 72) + 1024z9/2+

+
√
z + b(b4(1024z4 + 3232z3 + 4461z2 + 2944z + 1024) + 4b3z(208z3 + 771z2 + 1192z + 1024)+

+ 8b2z2(99z2 + 408z + 768) + 64bz3(13z + 64) + 1024z4).

Заменяя ряды (24), (25) частичными суммами, получаем следующие приближенные формулы для вы-
числения выражений U6, U12 в области (21):

U6 ≈ α6

N∑
n=1

an + β6

N∑
n=1

bn + a0 +
(z + 1)1/2

(z + b)3/2

(
2(z + 1 + b)√
z + b+

√
z
−

√
z

2
√
z(z + b) + 2z + b

)
+ δ6, (26)

U12 ≈ α12

N∑
n=4

an + β12

N∑
n=4

bn −
L

983040z3(z + b)9/2
+ δ12. (27)

Коэффициенты определены равенствами (9), (12), общие члены ряда – равенствами (18), (19), (16). Ко-
личество слагаемых N для вычисления U6, U12 в области (21) с абсолютной погрешностью, меньшей ε,
определяется из неравенства (22).

5 Заключение

В работе получены выражения для вычисления потенциала Леннард-Джонса взаимодействия боковой
поверхности полубесконечного и, как следствие, конечного цилиндра и точки через эллиптические инте-
гралы (8), (11) и через ряды (24), (25) (при ζ < 0).

Для всех возможных положений точки относительно цилиндра получены формулы, позволяющие вы-
числять потенциал с заданной точностью. А именно:

• если ξ ∈ [0,∞), ξ 6= 1 и ζ ∈ (−∞,∞) (b ∈ (0, 1], c ∈ (−∞,∞)), то потенциал можно считать по
формулам (8), (11);

• если ξ = 1 и ζ ∈ (−∞, 0) (b = 0, c ∈ (−∞, 0)), то потенциал выражается через элементарные функции
(10), (13);

• если ζ < 0, ξ → 1 (c < 0, b→ 0), то для вычисления потенциала с абсолютной погрешностью ε удобно
применять приближенные формулы (26), (27);

• если ζ → −∞ (c→ −∞), то потенциал можно приближенно считать равным нулю, см. п. 4.1.
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Approximation of the Lennard–Jones potential for a tube

Yuliya S. Goryacheva
Ural Federal University (Yekaterinburg, Russia)

Keywords: Lennard-Jones potential, elliptic integrals, Leibniz series, cylindrical tube.

The Lennard-Jones potential of interaction between a tube and a particle is investigated. An expression for the
potential in terms of elliptic integrals of the first and second kind is obtained. An approximate formula allowing
to find potential value with the set accuracy is received.
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