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Resolution

Resolutionsregel:

{Ar, .. A Ly, Ly (SAY, . 0AL L L)
{Lio,..., ko, Lio, ..., Lo}

falls o allgemeinster Unifikator von {Ay,...,A,, A}, ... A} } ist

Algorithmus (Skizze):
(1) Bilde Klauselform

(2) Bilde systematisch Resolventen durch Resolution von
Varianten bereits abgeleiteter Klauseln

(3) Wiederhole (2), bis entweder L erzeugt wird (,unerflllbar®)
oder keine neuen Klauseln mehr entstehen’

'Dieser Fall ist eher ungewdhnlich: Meist entstehen bei erfillbaren

Theorien immer mehr neue Klauseln ohne dass das Verfahren terminiert.
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Vollstandigkeit und Korrektheit

Wz{esolutionssatz: Sei F eine pradikatenlogische Formel und K;
(i = 0) die vom Resolutionsalgorithmus ermittelten Klauselmen-
gen. Dann sind die folgenden Aussagen aquivalent:

e [ ist unerflllbar

e Esgibtein £>0mit L € K,

e Korrektheit hatten wir bereits gezeigt
e \ollstandigkeit steht noch aus
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Korrektheit (Korrektur)

Beweis (Korrektheit Resoutionsschritt): Gegeben:
e Klauseln Ky ={Ay,...,A,,Ly,...,Li} und
Ky ={-A|,...,-A,,L],...,L}}
e (allgemeinster) Unifikator o der Menge {Ay, ..., A, A}, ..., A}
e zugehorige Resolvente K = {L 0, ..., Lo, Lo, ..., Lo}
Sei I eine beliebige Interpretation.
e Falls I E VK| A VYK, dann gilt auch 7 E V(K 0) A Y(K,0) (die
Substitution konkretisiert eine Allaussage)
e Also gilt fir alle Zuweisungen Z: I, Z E (K 0) A (K0)

e Fall1: 7, ZEF A0 (=Ayo =... =A) 0). Dann gilt
I, ZELov...vLo,unddamit 7, Z E K
e Fall2: 7, Z Ao (=Ay0 =... =A),0). Dann gilt

I, ZELoV...VLo,unddamit7,ZEK
e Also gilt I E VK.
Da I beliebig ist gilt also YK; A YK, E YK —d.h., jede Resolvente

ist logische Konsequenz der resolvierten Klauseln
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Herbrand-Expansionen

Die Herbrand-Expansion HE(F) einer Formel F = Vxi,...,x,.G in
Skolemform ist die Menge:

HE(F) :={G{x; > t1,...,x, > t,} | t1,..., 1, € Ap}

HE(F) ist also die (méglicherweise unendliche) Menge von variablen-
freien Satzen, die in Herbrandmodellen von F gelten missten.

Quantorenfreie Satze = aussagenlogische Formeln:

e HE(F) enthalt Formeln ohne Variablen, d.h. Boolsche
Kombinationen geschlossener Atome

e Geschlossene Atome kdnnen unabhangig voneinander wahr
oder falsch sein, egal wie ihre genaue Struktur aussieht

e Wir kbdnnen sie also als ,ungewdéhnlich benannte*
aussagenlogische Atome auffassen und die gesamte Formel
aussagenlogisch interpretieren

~» HE(F) als aussagenlogische Theorie
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Pradikatenlogisches SchlieBen mit
Aussagenlogik
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Godel, Herbrand, Skolem

Satz von Gddel, Herbrand & Skolem: Eine Formel F in Skolem-
form ist genau dann erflllbar, wenn HE(F) aussagenlogisch erfill-
bar ist.

Beweis: Wir zeigen, dass F = VYxi,...,x,.G genau dann ein
Herbrandmodell hat, wenn HE(F) aussagenlogisch erflllbar ist:

e [ ist ein Herbrandmodell von F

e gdw. I, {x; > t,...,x, >ty EGTfuraller,... t, € A
e gdw. I EGix; > f,...,x, > ty)furaller,....t, € Ap
(Lemma)

gdw. firalle H e HE(F) gilt 7 E H

gdw. I als aussagenlogisches Modell fiir HE(F) angesehen
werden kann. O
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Satz von Herbrand

Als Korollar der gezeigten Ergebnisse erhalten wir ein wichtiges
Resultat:

Satz: Eine Formel F in Skolemform ist genau dann unerfillbar,
wenn eine endliche Teilmenge von E(F) aussagenlogisch unerflll-
bar ist.

Beweis: Das Kontrapositiv des Satzes von Gédel, Herbrand &
Skolem besagt:

Eine Formel F in Skolemform ist genau dann unerfillbar, wenn
HE(F) aussagenlogisch unerfillbar ist.

Der Satz folgt nun, weil jede unerfillbare aussagenlogische
Formelmenge eine endliche Teilmenge hat, die unerfiillbar ist
(Kompaktheit der Aussagenlogik, siehe Formale Systeme, WS
2016/2017, Vorlesung 24) O
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Vollstandigkeit der Resolution
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Pradikatenlogik semi-entscheiden

Das Ergebnis Herbrands ermdglicht bereits einen naiven
Algorithmus zur Semi-Entscheidung von Unerfullbarkeit in der
Pradikatenlogik:

Gegeben: Eine Formel F
e Wandle F in Skolemform F” um
e Definiere eine Reihenfolge der Formeln in HE(F"):
F17F27F37"'
e Firallei > 1:
— Prife ob die endliche Menge {F1, ..., F;}
aussagenlogisch unerfillbar ist
— Falls ja, dann gib ,unerflllbar aus; andernfalls fahre fort
Offenbar ist das kein praktischer Algorithmus, aber er zeigt
Semi-Entscheidbarkeit
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Ansatz

Herbrands Satz liefert uns auch eine Strategie zum Beweis der
Vollstandigkeit des Resolutionsalgorithmus

Wir wissen bereits:

e Unerflllbarkeit einer Klauselmenge zeigt sich in der
Unerflllbarkeit ihrer Herbrand-Expansion

e Die Unerflllbarkeit der Herbrand-Expansion kann man mit
aussagenlogischer Resolution beweisen

e Pradikatenlogische Resolution verallgemeinert
aussagenlogische Resolution indem wir direkt mit Klauseln
arbeiten, die noch Variablen enthalten

Frage: Kann man alle Schlisse, die man auf expandierten
Formeln aussagenlogisch erzeugen kann, auch direkt
pradikatenlogisch (mit Variablen) erhalten?
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Lifting-Lemma

Wir zeigen: Ja, jeder aussagenlogische Schluss (auf der
Expansion) kann auf einen pradikatenlogischen Schluss (auf den
Klauseln mit Variablen) ,angehoben” werden

Satz (Lifting-Lemma): Seien K; und K, pradikatenlogische Klau-
seln mit Grundinstanzen K| = Kjo und K, = Kyo.!

Wenn R’ eine (aussagenlogische) Resolvente von K und K7 ist,
dann gibt es eine pradikatenlogische Resolvente R, welche R’ als
Grundinstanz hat.

! Die Verwendung der selben Substitution fir K| und K, ist keine
Einschrankung, da wir durch Variantenbildung sicherstellen kénnen, dass
K, und K, keine Variablen gemein haben.
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Vollstandigkeit der Resolution (1)

Resolutionssatz: Sei F eine pradikatenlogische Formel und %K;
(i > 0) die vom Resolutionsalgorithmus ermittelten Klauselmen-
gen. Dann sind die folgenden Aussagen aquivalent:

e F ist unerfillbar
e Es gibtein >0 mit L € %,

Beweis (Volistandigkeit): Sei F unerfillbar

e Dann ist HE(F) unerfillbar

e Dann gibt es eine (endliche) aussagenlogische
Resolutionsableitung von L aus HE(F)

e Die Ableitung erzeugt eine endliche Folge von Klauseln:
K, K},....,K! K, =1

e Behauptung: Jede Klausel K ist Grundinstanz einer Klausel
K; die in K, vorkommt flir ein £ > 0.

e Firi = m folgt daraus der Satz, denn K, = L kann nur

Grundinstanz von L sein, d.h. 1L € K, fir ein £ > 0.
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Lifting-Lemma: Beweis

Satz (Lifting-Lemma): Seien K; und K, pradikatenlogische Klau-
seln mit Grundinstanzen K| = Kyo und K) = K»o.

Wenn R’ eine (aussagenlogische) Resolvente von K| und K7 ist,
dann gibt es eine pradikatenlogische Resolvente R, welche R’ als
Grundinstanz hat.

Beweis: Sei A’ € K| das (geschlossene) Atom, Uber das resolviert
wurde, d.h. -A” € K.

Sei A ={A|A €K, Acg=Atund A, :={A| -A € K,Aoc = A"}.
Dann ist o ein Unifikator flr A; U A,.

Also hat A; U A, einen allgemeinsten Unifikator 6.

Sei R die Resolvente von K; und K; bzgl. 6.

Dann enthalten R’ und R Instanzen der gleichen Literale, d.h. sie
sind von der Form R’ = {L,o,...,L,c}und R = {L,6,...,L,0}

Da 6 allgemeinster Unifikator ist gibt es A mit o = 6 o A und es gilt:
RA={L6A,...,L,0A) ={Lio,...,L,o} =R’ o
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Volistandigkeit der Resolution (2)

Beweis (Vollstandigkeit): Behauptung: Jede Klausel K ist
Grundinstanz einer Klausel K; die in K, vorkommt flir ein £ > 0.

Aussage klar fir K] € HE(F): in diesem Fall ist K ist Grundinstanz
einer Klausel K; in der Klauselform von F und in ‘Kj
Restlicher Beweis durch Induktion Uber i:
e Indukstionsannahme: Die Aussage gilt fir alle j < i
e K! ist Resolvente zweier Klauseln K, und K; mita, b < i
¢ Laut Hypothese sind K/, und K, also Instanzen von Klauseln
K, und K, in einer Menge K,
e Laut Lifting-Lemma ist demnach K’ ebenfalls die Instanz einer
Klausel K;, die durch Resolution aus K, und K, entsteht
e Diese Resolvente K; ist also ebenfalls in einer Menge der
Form % m]
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Kompaktheit

Die Existenz von vollstandigen und korrekten logischen
SchlieBverfahren wie Resolution ist eng verwandt mit einer
grundsétzlichen Eigenschaft der Pradikatenlogik:

Satz (Endlichkeitssatz, Kompaktheitssatz): Falls eine unendliche
Menge pradikatenlogischer Satze 7 eine logische Konsequenz F
hat, so ist F auch Konsequenz einer endlichen Teilmenge von 7 .

Beweis: Die gegebene logische Konsequenz ist gleichbedeutend
damit, dass 7~ U {=F} unerflllbar ist.

Laut Resolutionssatz (Vollstadndigkeit) kann die Unerfillbarkeit von
7 U {=F} nach endlich vielen Schritten durch Ableitung der leeren
Klausel nachgewiesen werden.

Dabei kénnen nur endlich viele Klauseln aus der Klauselform von
7 U {=F} verwendet worden sein. Laut Resolutionssatz
(Korrektheit) folgt die Konsequenz also bereits aus einer endlichen

Teilmenge von 7. O
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Endliche Modelle
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Die Grenzen der Pradikatenlogik

Kompaktheit zeigt uns auch erste Grenzen der Pradikatenlogik auf.

Eine logische Formel F mit zwei freien Variablen x und y drlckt
den transitiven Abschluss einer binaren Relation r aus, wenn in
jeder Interpretation 7 und fiir alle 6;,8, € A” gilt:

T x> 61,y 0} EF gdw. (61,6) € (')

Satz: Es gibt keine pradikatenlogische Formel, die den transitiven
Abschluss einer bindren Relation ausdriickt.

Beweis: Angenommen es gabe so eine Formel F.
Dann ist die folgende unendliche Theorie unerfillbar:
{ Fixv a,y b},=r(a,b),~3x;.(r(a, x1) A r(xy,b)),
—dxy, x2.(r(a, x1) A r(x1,x2) A r(xa, b)), ... }

Aber jede endliche Teilmenge der Theorie ist erflillbar. Die Existenz

der Theorie wirde also dem Endlichkeitssatz widersprechen. O
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Endlichkeit von Modellen

Lowenheim-Skolem: Jede erflllbare Formel hat ein abzahlbar
groBBes Modell

Kann man dies noch verstarken? Hat jede erfiillbare Formel
vielleicht sogar ein endliches Modell?

Nein! Pradikatenlogik kann unendliche Modelle erzwingen:

Beispiel:
Vx.(Mensch(x) — y.(hatMutter(x, y) A Mensch(y)))
Vx,y.(hatMutter(x, y) — hatVorfahre(x, y))
Vx,y, z.((hatVorfahre(x, y) A hatVorfahre(y, z)) — hatVorfahre(x, z))
Vx.—hatVorfahre(x, x)

Diese Theorie ist erflllbar, aber hat nur unendliche Modelle.
(Kontrollfrage: Warum?)
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Logik tber endlichen Modellen

Sind unendliche Modelle in der Praxis Uberhaupt winschenswert?
Geht es auch endlich?

Pradikatenlogik mit endlichen Modellen verwendet die gleiche
Syntax und Semantik wie Pradikatenlogik allgemein, aber mit der
zusatzlichen Bedingung, dass die Doméane von Interpretationen
endlich sein muss.

Monotonie (Riickblick): weniger Modelle = mehr Konsequenzen

Beispiel:
Vx.(Mensch(x) — dy.(hatVorfahre(x, y) A Mensch(y)))
Vx,y, z.((hatVorfahre(x, y) A hatVorfahre(y, z)) — hatVorfahre(x, z))

Diese Theorie ist in der Pradikatenlogik mit endlichen Modellen
erfullbar, aber jedes endliche Modell muss einen hatVorfahre-
Zyklus enthalten. Daher folgt dx.hatVorfahre(x, x), obwohl dies in
der allgemeinen Prédikatenlogik keine Konsequenz waére.
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Endlich = einfach?

Trotzdem bleibt logisches Schlie3en schwer:

Satz von Trakhtenbrot: Logisches SchlieBen (Erflllbarkeit, Allge-
meingultigkeit, logische Konsequenz) in der Pradikatenlogik mit
endlichen Modellen ist unentscheidbar.

(ohne Beweis)

Korollar: Es gibt kein vollstdndiges und korrektes Beweissystem
fir Pradikatenlogik mit endlichen Modellen.

Beweis: Angenommen es gabe ein solches System. Dann wére
logische Konsequenz und speziell auch Unerfillbarkeit
semi-entscheidbar.

Wir wissen, dass Erflllbarkeit ebenfalls semi-entscheidbar ist.

Zusammen ergabe sich also ein Entscheidungsverfahren far

logisches SchlieBen — Widerspruch zu Trakhtenbrot. O
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ErfUllbarkeit wird semi-entscheidbar

Die Bezeichnung der Elemente einer Interpretationsdoméne ist
irrelevant — fir die Wahrheit von Satzen kommt es nur darauf an,
wie Konstanten und Pradikatsymbole interpretiert werden.

Erflllbarkeitstest

Gegeben: Ein Satz F

e Betrachte systematisch alle endlichen Interpretationen der
Symbole in F (z.B. geordnet nach aufsteigender GroBe der
Domaéne)

e Prife fUr jedes Modell 7, ob I [ F gilt:

— Falls ja, dann gib aus ,erfillbar”
— Falls nein, dann fahre mit nachster Interpretation fort

Es ist leicht zu sehen, dass dieser Algorithmus die Erflllbarkeit in
endlichen Modellen semi-entscheidet.
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Endliche Modelle in der Praxis
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Wozu endliche Modelle

In gewisser Weise ist SchlieBen mit endlichen Modellen also
schwerer als mit unendlichen, weil man statt logischer Konsequenz
nunmehr nur Nicht-Konsequenz semi-entscheiden kann

Trotzdem sind endliche Interpretationen in der Informatik praktisch
relevant:

Benannte Parameter

Relationale Datenbanken verwenden Namen flr die Parameter
(Spalten) in Relationen, anstatt sie mittels Reihenfolge zu
addressieren:

Eine endliche Interpretation 7 ist (im Wesentlichen) das gleiche
wie eine relationale Datenbankinstanz.

Intuition:
e Pradikatsymbole p bezeichnen Tabellen

e Relationen p’ entsprechen den in der Datenbank
gespeicherten Tabelleninhalten
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Formeln = Anfragen

Benannt oder nicht — sofern die Parameter eine definierte
Reihenfolge haben, kann man sie mit normalen
pradikatenlogischen Atomen addressieren.

linien: haltestellen:
Linie | Typ SID | Name Rolistuhl
85 Bus 17 Hauptbahnhof true
3 Tram 42 Helmholtzstr. true
F1 Fahre 57 Stadtgutstr. true
123 | Gustav-Freytag-Str. | false

Beispiel: Die Formel
Q = Jziinie-(verbindung(xvon, Xzu; ZLinie) A lini€N(zLinie, X1yp))

hat drei freie Variablen. Fir eine gegebene Datenbankinstanz
(eindliche Interpretation) 7 bedeutet 7, {xyon +— J1,xz2y +

02, XTyp > 03} E Q, dass es in der Datenbank eine Verbindung
von ¢; nach ¢, vom Typ 63 gibt.

Das Beispiel illustriert:
Formeln (ev. mit freien Variablen) = Datenbankanfragen

Erflllende Zuweisungen = Anfrage-Ergebnisse
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verbindung: Die einfache Aritéat der Pradikatenlogik wird durch ein
Von | Zu Linie Schema mit Namen (und oft auch Datentypen) ersetzt:
57 42 85 ® |inien[Linie:string, Typ:string]
17 789 | 3 ® haltestellen[SID:int, Halt:string, Rollstuhl:bool]
® verbindung[Von:int, Zu:int, Linie:string]
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Pradikatenlogik ~ SQL

Was ist eine Datenbank-Anfrage?
e Syntax: Eine Anfrage Q ist ein Wort aus einer Anfragesprache

e Semantik: Jede Anfrage Q definiert eine Anfragefunktion fy, die
far jede Datenbankinstanz 1 eine Ergebnisrelation fo(7) liefert

Beispiel: fir eine pradikatenlogische Formel Q mit freien Varia-
blen xi,...,x, ist fp die Funktion, die 7 auf die Relation fy(1) =
{((51, .. ,5n> | I, {x; — Oly.nny Xy ol E Q} abbildet.

Mit so einer allgemeinen Definition kann man sehr unterschiedliche
Anfragesprachen Uber ihre Anfragefunktion vergleichen

Satz: Die Menge der durch pradikatenlogische Formeln Q dar-
stellbaren Anfragefunktionen f, ist genau die Menge der Anfrage-
funktionen, die durch einfache SQL-Anfragen darstellbar sind.

Leinfaches SQL": Relationale Algebra, der Kern von SQL; SELECT, JOIN, UNION, MINUS, aber keine
komplexeren Features wie WITH RECURSIVE etc. AuBerdem keine Datentypen, da wir diese in Logik nicht
eingeflihrt haben.
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Relationale Algebren

Datenbankanfragen werden oft in relationaler Algebra dargestellt,
bei der man Relationen mit Operationen zu einem Anfrageergebnis
kombiniert

Beispiel: Die Anfrage
Q = Jziinie-(verbindung(xvon, Xzu; ZLinie) A lini€N(zLinie, X1yp))

entspricht einer (natirlichen) Join-Operation (A) mit anschlieBen-
der Projektion (d):

Tvon,zu, Linie(Verbindung »< linien)

Anmerkung: SQL hat noch einen leicht anderen Stil. Variablen stehen
dort fir ganze Tabellenzeilen und man verwendet Notation der Form
Jinien. Typ“, um auf deren Eintrage zuzugreifen (, Tuple-Relational
Calculus®). Das andert an der Ausdrucksstarke nichts.
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Zusammenfassung und Ausblick

Die pradikatenlogische Resolution ist ein vollstandiges und
korrektes Verfahren fur die Unerfullbarkeit logischer Formeln

In gewissem Sinne ist Pradikatenlogik eine Kurzschreibweise fur
maoglicherweise unendliche aussagenlogische Theorien

Bei Beschrankung auf endliche Modelle gibt es kein vollstandiges
und korrektes Verfahren zum logischen SchlieBen — dafiir wird
Erflllbarkeit semi-entscheidbar

Auswertungsproblem auf endlichen Modellen =
Anfragebeantwortung in Datenbanken
Was erwartet uns als néchstes?
e Komplexitat des Auswertungsproblems
e Godel
e Probeklausur und 3. Repetitorium
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Anfragebeantwortung als Modell Checking

Erkenntnis: Die wesentliche Berechnungsaufgabe bei der
Beantwortung von Datenbankabfragen ist das folgende
Entscheidungsproblem:

Das Auswertungsproblem (Model Checking) der Pradikatenlogik
lautet wie folgt:

Gegeben: Eine Formel Q mit freien Variablen xi, ..., x,; eine end-
liche Interpretation 7; Elemente ¢i,...,d, € AT
Frage: Gilt 7, {x; — 61,...,x, > 6,} E O?

Naive Methode der Anfragebeantwortung:
e Betrachte alle (AY)" méglichen Ergebnisse
e Entscheide jeweils das Auswertungsproblem
Praktisch relevante Frage:

Wie schwer ist das Auswertungsproblem?
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