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Logik und Datenbanken

Relationale Datenbankinstanzen = Endliche Interpretationen
e Tabellen(namen) entsprechen Pradikatssymbolen

e Kleinere syntaktische Unterschiede (benannte vs. geordnete
Parameter)

Relationale Datenbankanfragen = Pradikatenlogische Formeln

e Zuweisungen Z zu freien Variablen als mdgliche
Anfrageergebnisse

e [ Z E Q bedeutet: Z ist Ergebnis der Anfrage Q auf
Datenbankinstanz 1

e Pradikatenlogik kann die selben Anfragefunktionen
ausdriicken wie normales SQL
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Relationale Algebren

Datenbankanfragen werden oft in relationaler Algebra dargestellt,
bei der man Relationen mit Operationen zu einem Anfrageergebnis
kombiniert

Beispiel: Die Anfrage
O = Jziinie-(verbindung(xvon, Xzu, ZLinie) A linien(zLinie, XTyp))

entspricht einer (nattrlichen) Join-Operation (A) mit anschlieBen-
der Projektion (3):

Ttvon,zu,Linie (Verbindung »< linien)

Anmerkung: SQL hat noch einen leicht anderen Stil. Variablen stehen
dort flir ganze Tabellenzeilen und man verwendet Notation der Form
Jinien. Typ®, um auf deren Eintrage zuzugreifen (,Tuple-Relational
Calculus®). Das andert an der Ausdrucksstarke nichts.
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Anfragebeantwortung als Modell Checking

Erkenntnis: Die wesentliche Berechnungsaufgabe bei der
Beantwortung von Datenbankabfragen ist das folgende
Entscheidungsproblem:

Das Auswertungsproblem (Model Checking) der Pradikatenlogik
lautet wie folgt:

Gegeben: Eine Formel Q mit freien Variablen xy, ..., x,; eine end-
liche Interpretation I'; Elemente 6;,...,6, € A¥
Frage: Gilt 7, {x; — 61,...,x, > 6,} £ Q?
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Anfragebeantwortung als Modell Checking

Erkenntnis: Die wesentliche Berechnungsaufgabe bei der
Beantwortung von Datenbankabfragen ist das folgende
Entscheidungsproblem:

Das Auswertungsproblem (Model Checking) der Pradikatenlogik
lautet wie folgt:

Gegeben: Eine Formel Q mit freien Variablen xy, ..., x,; eine end-
liche Interpretation I'; Elemente 6;,...,6, € A¥
Frage: Gilt 7, {x; — 61,...,x, > 6,} £ Q?

Naive Methode der Anfragebeantwortung:
e Betrachte alle (A7)" méglichen Ergebnisse
e Entscheide jeweils das Auswertungsproblem
Praktisch relevante Frage:

Wie schwer ist das Auswertungsproblem?
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Ein Algorithmus far das Auswertungsproblem

Wir nehmen an, dass die Formel F nur =, A und 3 enthalt
(durch Normalisierung mdglich)

function Eval(F,7,2):

01 switch (F):

02 case p(ci,...,c,): return (c{’z, bty ept

03 case -G : return not Eval(G, 7, 2)

04 case G| A G, : return Eval(Gy, 7, 2Z) and Eval(G,, 7, 2)
05 case Jdx.G :

06 for ce AT :

07 if Eval(G{x — c}, 7, Z) then return true

08 return false

Anmerkung: Wenn Konstanten c in der Anfrage vorkommen, dann
nimmt man in der Regel an, dass ¢/ = c ist.

Markus Krétzsch, 5. Juli 2017 Theoretische Informatik und Logik Folie 5 von 33



Zeitkomplexitat

Sei m die GréBe von F und n = |I| (GesamtgrdBe der Datenbank)

e Wie viele rekursive Aufrufe von Eval gibt es?
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Zeitkomplexitat

Sei m die GréBe von F und n = |I| (GesamtgrdBe der Datenbank)

e Wie viele rekursive Aufrufe von Eval gibt es?
~» einen pro Teilformel: < m

e Maximale Rekursionstiefe?
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Zeitkomplexitat

Sei m die GréBe von F und n = |I| (GesamtgrdBe der Datenbank)

e Wie viele rekursive Aufrufe von Eval gibt es?
~» einen pro Teilformel: < m

o Maximale Rekursionstiefe?
~> beschrankt durch Gesamtzahl der Aufrufe: < m

e Maximale Zahl der lterationen in for-Schleife?
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Zeitkomplexitat

Sei m die GréBe von F und n = |I| (GesamtgrdBe der Datenbank)

Wie viele rekursive Aufrufe von Eval gibt es?
~» einen pro Teilformel: < m

Maximale Rekursionstiefe?
~> beschrankt durch Gesamtzahl der Aufrufe: < m

Maximale Zahl der lterationen in for-Schleife?
~» |AT] < n pro rekursivem Aufruf
~> insgesamt < n™ lterationen

1.z
<Cl ).

..7cf’z> e p? ist entscheidbar in linearer Zeit bzgl. n
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Zeitkomplexitat

Sei m die GréBe von F und n = |I| (GesamtgrdBe der Datenbank)

Wie viele rekursive Aufrufe von Eval gibt es?
~» einen pro Teilformel: < m

Maximale Rekursionstiefe?
~> beschrankt durch Gesamtzahl der Aufrufe: < m

Maximale Zahl der lterationen in for-Schleife?
~» |AT] < n pro rekursivem Aufruf
~> insgesamt < n™ lterationen

(c{’z, R C.;,z> e p’ ist entscheidbar in linearer Zeit bzgl. n

Gesamtlaufzeitinm -n™ -n = m-n™":
e Komplexitat des Algorithmus: in ExpTime
e Komplexitat bzgl. Gr6Be der Datenbank (m konstant): in P
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Speicherkomplexitat

Wir erhalten eine bessere Komplexitatsabschatzung, wenn wir den
Speicherbedarf betrachten

Sei m die GréBe von F und n = |I| (GesamtgrdBe der Datenbank)

e Speichere pro (rekursivem) Aufruf einen Pointer auf eine
Teilformel von F: logm

e Speichere fir jede Variable in F (maximal m) die aktuelle
Zuweisung (als Pointer): m - logn

o (c]%,...,cn®) e p! ist entscheidbar in logarithmischem
Speicher bzgl. n
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Speicherkomplexitat

Wir erhalten eine bessere Komplexitatsabschatzung, wenn wir den
Speicherbedarf betrachten

Sei m die GréBe von F und n = |I| (GesamtgrdBe der Datenbank)

e Speichere pro (rekursivem) Aufruf einen Pointer auf eine
Teilformel von F: logm

e Speichere fir jede Variable in F (maximal m) die aktuelle
Zuweisung (als Pointer): m - logn

o (c]%,...,cn®) e p! ist entscheidbar in logarithmischem
Speicher bzgl. n

Speicher in mlogm + mlogn + logn = mlogm + (m + 1) logn
e Komplexitat des Algorithmus: in PSpace
e Komplexitat bzgl. GréBe der Datenbank (m konstant): in L

Zur Erinnerung: PSpace ¢ ExpTime und L C P, d.h. die obigen Schranken sind besser
Markus Krétzsch, 5. Juli 2017 Theoretische Informatik und Logik Folie 7 von 33



Komplexitat des Auswertungsproblems

Satz: Das Auswertungsproblem der Pradikatenlogik ist PSpace-
vollstandig.
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Komplexitat des Auswertungsproblems

Satz: Das Auswertungsproblem der Pradikatenlogik ist PSpace-
vollstandig.

Beweis: Durch Reduktion vom Auswertungsproblem quantifizierter
Boolscher Formeln (TrueQBF).

Sei O1p1 .Ozpz. s Onpn.F[p1 yeeesPnl eine QBF (mit (OIS {v, 3})
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Komplexitat des Auswertungsproblems

Satz: Das Auswertungsproblem der Pradikatenlogik ist PSpace-
vollstandig.

Beweis: Durch Reduktion vom Auswertungsproblem quantifizierter
Boolscher Formeln (TrueQBF).

Sei O1p1.Oops. - Oupn-Flpi, - .., pul €ine QBF (Mit O; € {V,d})
e Datenbankinstanz 7 mit A = {0, 1}
e Eine Tabelle mit einer Spalte: true(1)
e Aus der gegebenen QBF erstellen wir die folgende
pradikatenlogische Formel ohne freie Variablen:

O1x1.00x7. - - - Opx, . Flpy /true(xy), . ..., p,/truex,)]

wobei F[p; /true(x)), ..., p,/true(x,)] die Formel ist, die aus F
entsteht, wenn man jedes aussagenlogische Atom p; durch
das pradikatenlogische Atom true(x,) ersetzt.

Die Korrektheit dieser Reduktion ist leicht zu zeigen. O
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Wie schwer sind Datenbankabfragen?

Korollar: Die Beantwortung von SQL-Anfragen ist PSpace-hart,
sogar wenn die Datenbank nur eine einzige Tabelle mit einer ein-
zigen Zeile enthalt.

Die Komplexitat steckt vor allem in der Struktur der Anfrage.

Ist die Anfrage fest vorgegeben oder in ihrer Gré3e beschrankt,
dann wird die Komplexitat von der Datenbankgrée dominiert:
bezliglich dieser GréBe ist das Problem aber in L.

Man kann sogar noch niedrigere Komplexitatsschranken bzgl. der
Datenbankgréf3e angeben.

~» SQL-Anfragebeantwortung ist praktisch implementierbar, aber
nur solange die Anfragen nicht zu komplex werden.
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Kurt Godel
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Der 1. Gddelsche Unvollstandigkeitssatz

Was Godel in 1931 zeigte war grob gesagt folgendes:

Satz: Jedes formale System, in dem eine gewisse Menge ele-
mentarer Arithmetik dargestellt werden kann, ist unvollstandig in
Bezug auf die Beweisbarkeit von Satzen der elementaren Arith-
metik: Es gibt solche Satze, die weder bewiesen noch widerlegt
werden kdnnen.

Um das zu verstehen miissen wir einiges klaren:
e Was ist ein formales System?
e Was ist ,eine gewisse Menge elementarer Arithmetik*?
e Was genau bedeutet unvollstandig hier?
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Formale Systeme

Ein formales System ist ganz allgemein ein Beweissystem,
bestehend aus:
e Einer Sprache, in der Aussagen formuliert werden kénnen
e Einer Menge von Axiomen, d.h. als wahr vorgegebener
Aussagen
e Einem effektiven Verfahren mit dem man aus gegebenen
Aussagen neue Schliisse ableiten kann
Beweisbare Satze heiBen Theoreme des formalen Systems

Anmerkung: Auch die Axiome sind Theoreme, wenn auch mit sehr kurzen Beweisen
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Formale Systeme

Ein formales System ist ganz allgemein ein Beweissystem,
bestehend aus:
e Einer Sprache, in der Aussagen formuliert werden kénnen
e Einer Menge von Axiomen, d.h. als wahr vorgegebener
Aussagen
e Einem effektiven Verfahren mit dem man aus gegebenen
Aussagen neue Schliisse ableiten kann
Beweisbare Satze heiBen Theoreme des formalen Systems

Anmerkung: Auch die Axiome sind Theoreme, wenn auch mit sehr kurzen Beweisen

Beispiel: Pradikatenlogik liefert formales Systeme:
e Sprache: Die Sprache der pradikatenlogischen Satze

e Axiome: Eine gegebene Theorie, z.B. die Theorie der
kommutativen Monoide

e Ableitungsverfahren: Resolutionskalkl
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Formale Systeme: Wichtige Eigenschaften

Formale Systeme kénnen viele Formen haben — zum Beispiel
beinhalten sie auch jedes System, in dem mathematische Beweise
formal geflihrt werden kénnen (z.B. ZFC: Mengenlehre nach
Zermelo-Fraenkel mit Auswahlaxiom).
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Formale Systeme: Wichtige Eigenschaften

Formale Systeme kénnen viele Formen haben — zum Beispiel
beinhalten sie auch jedes System, in dem mathematische Beweise
formal geflihrt werden kénnen (z.B. ZFC: Mengenlehre nach
Zermelo-Fraenkel mit Auswahlaxiom).

Die Details sind relativ egal, aber wir wollen doch ein paar
Anforderungen stellen:

Grundeigenschaft Formaler Systeme: Die Menge der Theo-
reme eines formalen Systems ist rekursiv aufzahlbar (semi-
entscheidbar).

Wegation: Flr jeden Satz S gibt es in der Sprache eines formalen
Systems auch einen negierten Satz =S, so dass gilt:

e S ist genau dann ein Theorem, wenn —=S ein Theorem ist.

e Wenn S und =S Theoreme sind, dann sind alle Satze
Theoreme.
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Eigenschaften formaler Systeme

Syntaktische Eigenschaften:
e Konsistenz: Ein formales System ist konsistent, wenn es
keinen Satz S gibt, so dass S und =S beweisbar sind.

e \ollstandigkeit: Ein formales System ist
(negations-)vollstandig, wenn flr jeden Satz S entweder S
oder =S beweisbar sind.
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Eigenschaften formaler Systeme

Syntaktische Eigenschaften:
e Konsistenz: Ein formales System ist konsistent, wenn es
keinen Satz S gibt, so dass S und =S beweisbar sind.

e \ollstandigkeit: Ein formales System ist
(negations-)vollstandig, wenn flr jeden Satz S entweder S
oder =S beweisbar sind.

Wenn man z.B. in Pradikatenlogik arbeitet, dann kann man
Mengen von Satzen eine Semantik (Modelltheorie) geben und
weitere Eigenschaften fordern:

Semantische Eigenschaften:

e Korrektheit: Ein formales System ist korrekt, wenn jeder
beweisbare Satz auch semantisch wahr (tautologisch) ist.

e \ollstandigkeit: Ein formales System ist (semantisch)
vollstdndig, wenn jeder semantisch wahre Satz beweisbar ist.
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Verwechslungsgefahr

Achtung! Es gibt zwei Arten von Vollstandigkeit:

e Negationsvollstéandigkeit: die syntaktische Eigenschaft, dass
jeder Satz bewiesen oder widerlegt werden kann

e Semantische Vollstandigkeit: die semantische Eigenschaft,
dass jede Tautologie bewiesen werden kann

Godels Vollstéandigkeitssatz bezieht sich auf die zweite Art von
Vollstandigkeit, Gddels Unvollstédndigkeitssatze auf die erste!
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Beispiele

Beispiel: Angenommen ein Satz F kann in einem formalen Sys-
tem S bewiesen und wir wissen, dass S konsistent ist. Folgt dar-

aus, dass F semantisch wahr ist?
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Beispiele

Beispiel: Angenommen ein Satz F kann in einem formalen Sys-
tem S bewiesen und wir wissen, dass S konsistent ist. Folgt dar-
aus, dass F semantisch wahr ist?

Beispiel: Aus der Logik bekannte Zusammenhéange gelten auch
hier:
e Ein Satz F ist genau dann in S beweisbar wenn S bei
Hinzunahme des Axioms —F inkonsistent wird.
e Weder F' not —F sind in S beweisbar gdw. S sowohl bei
Hinzunahme von F als auch bei Hinzunahme von —=F
konsistent ist
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Eine gewisse Menge Arithmetik

Satz: Jedes formale System, in dem eine gewisse Menge ele-
mentarer Arithmetik dargestellt werden kann, ist unvollstandig in
Bezug auf die Beweisbarkeit von Satzen der elementaren Arith-
metik: Es gibt solche Satze, die weder bewiesen noch widerlegt
werden kdnnen.

Was ist mit ,eine gewisse Menge elementarer Arithmetik® gemeint?
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Eine gewisse Menge Arithmetik

Satz: Jedes formale System, in dem eine gewisse Menge ele-
mentarer Arithmetik dargestellt werden kann, ist unvollstandig in
Bezug auf die Beweisbarkeit von Satzen der elementaren Arith-
metik: Es gibt solche Satze, die weder bewiesen noch widerlegt
werden kdnnen.

Was ist mit ,eine gewisse Menge elementarer Arithmetik® gemeint?

e Das System sollte Satze tber Beziehungen von konkreten
natlrlichen Zahlen ausdriicken kénnen

e Dabei sollten die elementaren Operationen +, — und X sowie
die Relation = unterstiitzt werden

e Das System sollte bezlglich der gangigen Semantik dieser
arithmetischen Ausdrucksmittel korrekt sein

Oft kommt man mit noch weniger aus, aber diese Eigenschaften
reichen in der Regel
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Arithmetik in Pradikatenlogik

Man kann die bendtigte Menge von Arithmetik durch eine
pradikatenlogische Theorie axiomatisieren:

e Konstante 0
e Funktionssymbole s (unar, ,Nachfolger®), + und x (binar, infix)
e Pradikatssymbol =~ (binar, infix)
Darstellung natirlicher Zahlen als Nachfolger von 0:
0=0, s(0)=1, s(s(0))=2, ...

Satze zur Axiomaitiserung der Grundrechenarten:
o Vx.—(s(x) = 0)

Yx.(x +0 = x)

Y, y.(x + s(y) = s(x + y))

Yx.(x X 0 ~ Q)

Vx, y.(x X s(y) = (x Xy) +x

. . . (mit obigem kann man schon einiges ausrechnen, aber es gibt noch mehr zu sagen, z.B. eine
komplette Gleichheitstheorie)
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Godels Beweis des 1. Satzes
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ldee

Wie kann man zeigen, dass irgendein Satz weder beweisbar noch
widerlegbar ist?

Markus Krétzsch, 5. Juli 2017 Theoretische Informatik und Logik Folie 20 von 33



ldee

Wie kann man zeigen, dass irgendein Satz weder beweisbar noch

widerlegbar ist?

Ein einfaches Szenario:
e Annahme: Sie glauben nur Dinge, die wirklich wahr sind, und

was Sie glauben ist konsistent.
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ldee

Wie kann man zeigen, dass irgendein Satz weder beweisbar noch

widerlegbar ist?

Ein einfaches Szenario:
e Annahme: Sie glauben nur Dinge, die wirklich wahr sind, und
was Sie glauben ist konsistent.
e Behauptung: Es gibt wahre Séatze, die sie nicht glauben.
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ldee

Wie kann man zeigen, dass irgendein Satz weder beweisbar noch
widerlegbar ist?

Ein einfaches Szenario:
e Annahme: Sie glauben nur Dinge, die wirklich wahr sind, und
was Sie glauben ist konsistent.

e Behauptung: Es gibt wahre Séatze, die sie nicht glauben.

e Beweis:
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ldee

Wie kann man zeigen, dass irgendein Satz weder beweisbar noch
widerlegbar ist?

Ein einfaches Szenario:
e Annahme: Sie glauben nur Dinge, die wirklich wahr sind, und
was Sie glauben ist konsistent.
e Behauptung: Es gibt wahre Séatze, die sie nicht glauben.

e Beweis:,lch mache jetzt eine wahre Behauptung, die Sie mir
nicht glauben*
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ldee

Wie kann man zeigen, dass irgendein Satz weder beweisbar noch
widerlegbar ist?

Ein einfaches Szenario:

e Annahme: Sie glauben nur Dinge, die wirklich wahr sind, und
was Sie glauben ist konsistent.

e Behauptung: Es gibt wahre Séatze, die sie nicht glauben.

e Beweis:,lch mache jetzt eine wahre Behauptung, die Sie mir
nicht glauben” ist eine Behauptung, die sie nicht glauben
kénnen:

— Wenn Sie sie glauben, dann muss sie wahr sein, d.h. Sie
glauben sie nicht — das ware inkonsistent

— Also glauben Sie sie nicht. Dann ist die Behauptung
wahr. O

Behauptungen dieser Form nennt man Godelsatze
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Godelsatze formal machen

Natirliche Sprache eignet sich nicht fiir stichhaltige Argumente, da
sie keine klar definierte mathematische Interpretation hat (z.B.
kann ich sagen ,Dieser Satz ist eine Liige®)
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Godelsatze formal machen

Natirliche Sprache eignet sich nicht fiir stichhaltige Argumente, da
sie keine klar definierte mathematische Interpretation hat (z.B.
kann ich sagen ,Dieser Satz ist eine Liige®)

Godels Beweis (vereinfacht) fur formale Systeme:
e Annahme: Das gegebene System ist korrekt und konsistent.
e Behauptung: Es gibt wahre Satze, die nicht beweisbar sind.
e Beweis: Godel definiert eine mathematische Formel F,
welche ausdriickt:

»F ist wahr genau dann wenn F nicht beweisbar ist.”

— Wenn F beweisbar wére, dann ist es wahr und also nicht
beweisbar — Widerspruch
— Also ist F nicht beweisbar, und damit wahr |
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Godels Zahlen

»F ist wahr genau dann wenn F nicht beweisbar ist.”

Die Herausforderung ist, solche Gédensatze zu definieren:
Offenbar kann man F nicht als Teilausdruck in F verwenden!
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Godels Zahlen

»F ist wahr genau dann wenn F nicht beweisbar ist.”

Die Herausforderung ist, solche Gédensatze zu definieren:
Offenbar kann man F nicht als Teilausdruck in F' verwenden!

Godel definiert daher nummerische Bezeichner fiir Formeln —
sogenannte Gddelzahlen — und kodiert seine Satze anders:

,F ist wahr genau dann wenn m in der Menge der Gddelzahlen
nicht beweisbarer Satze vorkommt.“

wobei m die Godelzahl fiir F ist.

Man muss daflr eine Menge technischer Ergebnisse zeigen, z.B.
e Ein solcher Satz F, welcher seine eigene Gddelzahl
verwendet, existiert GUberhaupt

¢ Die Menge der Gddelzahlen nicht beweisbarer Satze ist
arithmetisch darstellbar
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Quotes und Quines

Eine verwandte Form von Selbstbezlglichkeit ist auch in der
Informatik bekannt:

Ein Quine ist ein Programm, das bei einer leeren Eingabe seinen
eigenen Quellcode ausgibt.

Auch hier denkt man vielleicht zuerst, dass dies nicht méglich
waére, weil da Programm dazu seinen eigenen Code enthalten
musste — eine unendliche Rekursion ...
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Quotes und Quines

Eine verwandte Form von Selbstbezlglichkeit ist auch in der
Informatik bekannt:

Ein Quine ist ein Programm, das bei einer leeren Eingabe seinen
eigenen Quellcode ausgibt.

Auch hier denkt man vielleicht zuerst, dass dies nicht méglich
waére, weil da Programm dazu seinen eigenen Code enthalten
musste — eine unendliche Rekursion ...

Es ist aber gar nicht so schwer:

Beispiel: Gib den folgenden Satz zweimal aus, beim zweiten mal
in Anflihrungszeichen: "Gib den folgenden Satz zweimal aus,
beim zweiten mal in Anflihrungszeichen: "
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Godels 1. Satz
berechnungstheoretisch zeigen
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Unentscheidbarkeit und Unvollstandigkeit

Wir wissen:

Die Theoreme formaler Systeme sind rekursiv aufzahlbar, d.h.
semi-entscheidbar
e Speziell gilt das auch fir die Theoreme, die sich auf
arithmetische Aussagen beziehen

Es gibt Mengen (Sprachen), die nicht semi-entscheidbar sind
e Zum Beispiel das Nicht-Halteproblem von Turingmaschinen
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Unentscheidbarkeit und Unvollstandigkeit

Wir wissen:
Die Theoreme formaler Systeme sind rekursiv aufzahlbar, d.h.
semi-entscheidbar

e Speziell gilt das auch fir die Theoreme, die sich auf
arithmetische Aussagen beziehen

Es gibt Mengen (Sprachen), die nicht semi-entscheidbar sind
e Zum Beispiel das Nicht-Halteproblem von Turingmaschinen

~» Falls man Instanzen des Wortproblems einer
nicht-semientscheidbaren Sprache auf die Wahrheit arithmetischer
Sétze reduzieren kdnnte, dann wirde daraus schon
Unvollstandigkeit folgen

Markus Krétzsch, 5. Juli 2017 Theoretische Informatik und Logik Folie 25 von 33



Zahlen vs. Sprachen

Berechnungstheorie handelt von Sprachen, d.h. Mengen von
Woértern

Es ist leicht mdglich, jedem Wort eine natlrliche Zahl zuzuordnen —

man spricht von einer Godelzahl fir das Wort

(dies ist moglich, da die Menge aller Worter abzéhlbar ist, siehe Formale Systeme WS 2016/2017; nattrlich gibt
es viele mogliche Zuordnungen).
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Zahlen vs. Sprachen

Berechnungstheorie handelt von Sprachen, d.h. Mengen von
Woértern

Es ist leicht mdglich, jedem Wort eine natlrliche Zahl zuzuordnen —

man spricht von einer Godelzahl fir das Wort

(dies ist moglich, da die Menge aller Worter abzahlbar ist, siehe Formale Systeme WS 2016/2017; natirlich gibt
es viele mogliche Zuordnungen).

Wir folgern:

e Es gibt eine Eins-zu-eins-Beziehung zwischen formalen
Sprachen (liber einem gegebenen Alphabet) und Mengen
nattrlicher Zahlen

e Wir kdnnen also von der Entscheidbarkeit/Unentscheidbarkeit
einer Menge naturlicher Zahlen sprechen

e Es gibt unentscheidbare Mengen natirlicher Zahlen, z.B. die
Menge der Zahlen, welche ein Wort enummieren, das eine
Turingmaschine kodiert, welche auf der leeren Eingabe hélt
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Eine erste Beweisidee

Maogliche Strategie zum Beweis von Gddels 1. Satz:

e Definiere eine Gédel-Nummerierung fur alle Woérter die eine
Turingmaschine kodieren

e Finde arithmetische Ausdriicke auf diesen Zahlen, mit denen
man konkrete syntaktische Eigenschaften der kodierten TM
testen kann

e Finde arithmetische Formeln, die ausdrlicken, dass die
kodierte TM auf dem leeren Wort halt
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Eine erste Beweisidee

Maogliche Strategie zum Beweis von Gddels 1. Satz:

e Definiere eine Gédel-Nummerierung fur alle Woérter die eine
Turingmaschine kodieren

e Finde arithmetische Ausdriicke auf diesen Zahlen, mit denen
man konkrete syntaktische Eigenschaften der kodierten TM
testen kann

e Finde arithmetische Formeln, die ausdriicken, dass die
kodierte TM auf dem leeren Wort halt

~» Programmiere eine universelle TM in Arithmetik

(Machbar, aber aufwandig!)
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Ein schweres arithmetisches Problem

Die Aufgabe wird viel einfacher, wenn man mit ein
unentscheidbares Problem verwendet, welches sich schon auf
arithmetische Aussagen bezieht.

Eine Diophantische Gleichung ist ein arithmetischer Ausdruck der
Form D[xy,...,x,] = 0, wobei D[xy,...,x,] ein Funktionsterm UGber
den Symbolen xi,...,x,,0.s, +,—, X ist. Eine Losung der Glei-
chung ist eine Liste von natlrlichen Zahlen zi, ..., z,, fir welche
die Gleichung stimmt.
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Ein schweres arithmetisches Problem

Die Aufgabe wird viel einfacher, wenn man mit ein
unentscheidbares Problem verwendet, welches sich schon auf
arithmetische Aussagen bezieht.

Eine Diophantische Gleichung ist ein arithmetischer Ausdruck der

Form D[xy,...,x,] = 0, wobei D[xy,...,x,] ein Funktionsterm UGber
den Symbolen xi,...,x,,0.s, +,—, X ist. Eine Losung der Glei-
chung ist eine Liste von natlrlichen Zahlen zi, ..., z,, fir welche

die Gleichung stimmt.

rBeispieIe fur diophantische Gleichungen:

e y=3x+5,dh. 3xx—y+5=0 (unendlich viele Lésungen)
e ¥*+y>=-1,dh. xxx+yxy+1=0 (keine Lésung)

e x* +y? = 72 (unendlich viele Lésungen)

o x* +y* = z* (genau eine Lésung, Fermatsche Vermutung)

x> =2y* — 1 (genau zwei Ldsungen: 1 & 1 und 13 & 239)
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Hilberts Zehntes und MRDP

Hilberts 10. Problem: Man finde ein Verfahren um zu ermitteln, ob
eine gegebene diophantische Gleichung Isbar ist.

Markus Krotzsch, 5. Juli 2017 Theoretische Informatik und Logik Folie 29 von 33



Hilberts Zehntes und MRDP

Hilberts 10. Problem: Man finde ein Verfahren um zu ermitteln, ob
eine gegebene diophantische Gleichung I6sbar ist.

Wir wissen heute, dass dies unentscheidbar ist:

e Jede diophantische Gleichung D[xy,...,x,,y] = 0 definiert
eine Menge natdrlicher Zahlen
{k| D[xy,...,x,,k] =0 ist |6sbar}

e Eine so definierte Menge heiB3t diophantische Menge

¢ Alle diophantischen Mengen sind rekursiv aufzahlbar: teste
systematisch alle méglichen Belegungen von
D[x1,...,x,,y] = 0 und gib bei jeder gefundenen L&sung den
Wert von y aus
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Hilberts Zehntes und MRDP

Hilberts 10. Problem: Man finde ein Verfahren um zu ermitteln, ob
eine gegebene diophantische Gleichung I6sbar ist.

Wir wissen heute, dass dies unentscheidbar ist:

e Jede diophantische Gleichung D[xy,...,x,,y] = 0 definiert
eine Menge natdrlicher Zahlen
{k| D[xy,...,x,,k] =0 ist |6sbar}

e Eine so definierte Menge heiB3t diophantische Menge

¢ Alle diophantischen Mengen sind rekursiv aufzahlbar: teste
systematisch alle méglichen Belegungen von
D[x1,...,x,,y] = 0 und gib bei jeder gefundenen L&sung den
Wert von y aus

Satz (Matiyasevich/Robinson/Davis/Putnam): Jede rekursiv auf-
zahlbare Menge natirlicher Zahlen ist diophantisch.

Intuitiv: diophantische Gleichungen sind Turing-machtig!
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Konsequenzen

Wir folgern:
e Hilberts 10. Problem ist wirklich unentscheidbar:
— Waére es entscheidbar, dann kdnnte man jede
diophantische Menge entscheiden (Kontrollfrage: Wie?)
— Wir wissen aber bereits, dass es rekursiv aufzdhlbare
Mengen natlrlicher Zahlen gibt, die nicht entscheidbar
sind
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Konsequenzen

Wir folgern:
e Hilberts 10. Problem ist wirklich unentscheidbar:

— Waére es entscheidbar, dann kdnnte man jede
diophantische Menge entscheiden (Kontrollfrage: Wie?)

— Wir wissen aber bereits, dass es rekursiv aufzdhlbare
Mengen natlrlicher Zahlen gibt, die nicht entscheidbar
sind

¢ Nicht-Losbarkeit diophantischer Gleichungen ist nicht
semi-entscheidbar:

— Loésbarkeit ist bereits semi-entscheidbar

— Wenn Nicht-Lésbarkeit auch semi-entscheidbar ware,
dann ware beides entscheidbar
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Beweis von Gédels 1. Unvollstandigkeitssatz

Sei S ein formales System, welches das folgende erfullt:

(1) S ist konsistent

(2) Jede wahre Aussage der Form DIz, ..., z,] = 0 fUr eine
beliebige diophantische Gleichungen und konkrete
Zahlenwerte Zly-+y2n ist beweisbar (einfach durch Ausrechnen des Wertes)

(3) Satze der Form Ax;,...,x,.D[x,...,x,] = 0 sind darstellbar
und alle beweisbaren Satze dieser Form sind korrekt
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Beweis von Gédels 1. Unvollstandigkeitssatz

Sei S ein formales System, welches das folgende erfullt:

(1) S ist konsistent

(2) Jede wahre Aussage der Form DIz, ..., z,] = 0 fUr eine
beliebige diophantische Gleichungen und konkrete
Zahlenwerte zy, ..., z, ist beweisbar (einfach durch Ausrechnen des Wertes)

(3) Satze der Form Ax;,...,x,.D[x,...,x,] = 0 sind darstellbar
und alle beweisbaren Satze dieser Form sind korrekt

Wegen (1) und (2) gilt: S beweist nur wahre Satze der Form

=dxy, ..., x,.Dxy,...,x,] =0
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Beweis von Gédels 1. Unvollstandigkeitssatz

Sei S ein formales System, welches das folgende erfullt:
(1) S ist konsistent
(2) Jede wahre Aussage der Form DIz, ..., z,] = 0 fUr eine
beliebige diophantische Gleichungen und konkrete
Zahlenwerte zy, ..., z, ist beweisbar (einfach durch Ausrechnen des Wertes)
(3) Satze der Form Ax;,...,x,.D[x,...,x,] = 0 sind darstellbar
und alle beweisbaren Satze dieser Form sind korrekt
Wegen (1) und (2) gilt: S beweist nur wahre Satze der Form
=dxy, ..., x,.Dxy,...,x,] =0
Aber: S kann nicht alle wahren Satze dieser Form beweisen:
e Die Menge aller beweisbaren Séatze dieser Form ist
semi-entscheidbar
¢ Die Menge aller wahren Sétze dieser Form ist nicht
semi-entscheidbar
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Beweis von Gédels 1. Unvollstandigkeitssatz

Sei S ein formales System, welches das folgende erfullt:

(1) S ist konsistent

(2) Jede wahre Aussage der Form DIz, ..., z,] = 0 fUr eine
beliebige diophantische Gleichungen und konkrete
Zahlenwerte zy, ..., z, ist beweisbar (einfach durch Ausrechnen des Wertes)

(3) Satze der Form Ax;,...,x,.D[x,...,x,] = 0 sind darstellbar
und alle beweisbaren Satze dieser Form sind korrekt

Wegen (1) und (2) gilt: S beweist nur wahre Satze der Form

=dxy, ..., x,.Dxy,...,x,] =0

Aber: S kann nicht alle wahren Séatze dieser Form beweisen:
e Die Menge aller beweisbaren Séatze dieser Form ist
semi-entscheidbar
¢ Die Menge aller wahren Sétze dieser Form ist nicht
semi-entscheidbar
Mit (3) gilt: Es gibt Satze F der Form dxy, ..., x,.D[xy,...,x,] =0,

so dass weder F noch —F bewiesen wird. ]
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Zusammenfassung und Ausblick

Das Auswertungsproblem der Pradikatenlogik ist
PSpace-vollstandig

Formale Systeme, die elementare Rechnungen auf natirlichen
Zahlen ausfihren kénnen sind entweder inkonsistent oder
(negations-)unvollstandig

Diese Unvollstandigkeit hat damit zu tun, dass nicht alle Mengen
natlrlicher Zahlen Turing-erkennbar sind

Was erwartet uns als nachstes?
e 3. Repetitorium
e Probeklausur

e Godels zweiter Unvollstandigkeitssatz, Zusammenfassung
und Ausblick
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Bildrechte

Folie 10: Fotografie um 1926, gemeinfrei
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